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ФРАГМЕНТАРНАЯ МОДЕЛЬ И ЭВОЛЮЦИОННЫЙ 
АЛГОРИТМ 2D УПАКОВКИ ОБЪЕКТОВ 
Рассмотрена задача двумерной упаковки в прямоугольник 
объектов сложной формы. Показано, что задача упаковки име-
ет фрагментарную структуру. Для поиска приближенного ре-
шения задачи предложена модификация эволюционного алго-
ритма на перестановках с геометрическим оператором кроссо-
вера. Приводятся результаты численного эксперимента. 
Ключевые слова: фрагментарная модель, задача разме-
щения, 2d-упаковка, эволюционный алгоритм, геометрический 
кроссовер  
Введение. Задача плоского размещения или двумерной упаков-
ки возникает в многочисленных инженерных и экономических при-
ложениях. Решение проблемы упаковки требуется для таких отрас-
лей, как транспорт, обработка дерева, стекла, кожи, при поиске опти-
мальных размещений механических и электромеханических узлов 
агрегатов, при загрузке автомобилей, железнодорожных платформ, 
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танкеров и т. д. Большое количество дополнительных условий в кон-
кретных постановках приводит к необходимости использовать ве-
роятностные методы и эвристические процедуры [1–4]. 
Постановка задачи. Рассмотрим наиболее распространенную по-
становку задачи двумерной упаковки, когда требуется разместить задан-
ное конечное множество плоских объектов в контейнере, который пред-
ставляет собой прямоугольник заданных размеров. Объекты могут иметь 
достаточно сложную форму, могут быть как выпуклыми, так и невыпук-
лыми, неодносвязными. Однако будем предполагать, что все объекты 
являются связными, то есть не распадаются на отдельные части. При 
размещении в контейнере объекты не должны пересекаться и не могут 
выходить за границы контейнера. Задача разместить в контейнере по 
возможности большее по площади подмножество объектов. Целевой 
функцией в данном случае является плотность упаковки или величина 
неиспользованной площади в контейнере. Объекты сложной формы за-
меним их дискретной клеточной аппроксимацией. То есть будем пред-
ставлять объекты как объединение множества квадратных ячеек доста-
точно малого размера. Пример такой аппроксимации показан на рис. 1. 
 
Рис. 1. Плоский объект и его дискретная аппроксимация 
Такой подход применим к объектам произвольной формы. При 
размещении в контейнере будем заменять объекты их дискретной 
аппроксимацией с условием, что аппроксимация содержит исходный 
объект в качестве собственного подмножества.  
Фрагментарная структура. Фрагментарной структурой [5] ( , )X E  
на конечном множестве X называется семейство его подмножеств 
 1 2, ,..., nE E E E  такое, что iE E  , E     : \i ie E E e E   . 
Элементы из множества Е будем называть допустимыми фраг-
ментами. Таким образом, для любого допустимого фрагмента iE  су-
ществует нумерация его элементов  1 2, ,... ii i i isE e e e  такая, что 
 1 21,2,... , ,...i i i ikk s e e e E   . Элементарным фрагментом будем на-
зывать допустимый фрагмент, состоящий из одного элемента. Мак-
симальный фрагмент — допустимый фрагмент, который не является 
подмножеством никакого другого фрагмента. 
Максимальный фрагмент может быть построен с помощью сле-
дующего «жадного» алгоритма: 
а) элементы множества X линейно упорядочиваются; 
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б) на начальном шаге выбирается пустое множество 0 ;X    
в) на шаге с номером k + 1 выбирается первый по порядку элемент 
\ ,kx X X  такой, что   ;kX x E  
г) алгоритм заканчивает работу, если на очередном шаге не удалось 
найти элемент \ kx X X  с требуемым свойством. 
Результат работы алгоритма определяется заданным линейным 
порядком на множестве X. Таким образом, любой максимальный 
фрагмент может быть описан некоторой перестановкой элементов 
множества X. Пусть A E . Условие для элемента x X , при котором 
 A x E , будем называть условием присоединения элемента x. 
Пусть теперь каждому фрагменту приписан вес, то есть задана 
функция 1: E R  . Будем предполагать, что функция   монотонна 
по включению (возрастающая или убывающая). Если ,A B E  и 
A B , то ( ) ( ) ( )A B   . Задача оптимизации на фрагментарной 
структуре, это задача отыскания допустимого фрагмента максималь-
ного (минимального) веса. Очевидно, что для монотонных весов оп-
тимальное решение будет являться максимальным фрагментом. 
Фрагментарная модель. Покажем, что задача 2d-упаковки мо-
жет быть представлена как задача оптимизации на фрагментарной 
структуре. В качестве множества элементарных фрагментов рассмот-
рим заданный набор объектов, точнее их дискретных аппроксимаций. 
Каждый допустимый фрагмент будем строить, соблюдая следующее 
условие присоединения. Очередной объекта размещается в заданном 
прямоугольном контейнере без выхода за границы контейнера и без 
пересечений с уже уложенными объектами. Причем при укладке объ-
екта будем руководствоваться правилом Top-Left (северо-западный 
угол), а именно: объект размещается как можно выше и как можно ле-
вее с соблюдением вышеуказанных условий. Если очередной объект 
разместить не удается, то переходим к следующему по порядку объек-
ту. Множества объектов, которые будут построены в результате рабо-
ты такого алгоритма (множество E), образуют фрагментарную струк-
туру. Максимальный фрагмент в данном случае определяет некоторое 
размещение объектов в контейнере, в которое уже нельзя добавить 
никакой из оставшихся объектов без нарушения условий размещения. 
Целевая функция задачи 1:F E R  — это площадь свободного места 
контейнера, то есть не площадь не занятая размещаемыми объектами. 
Очевидно, целевая функция является монотонной. 
Любой максимальный фрагмент определяется заданным линей-
ным порядком просмотра элементарных фрагментов. Этот порядок 
определяет результат работы фрагментарного алгоритма, который и 
построит требуемый максимальный фрагмент. 
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Каждый линейный порядок определяется некоторой перестанов-
кой ns S  укладываемых объектов (n — число объектов). Сопоста-
вим каждой перестановке максимальный фрагмент, который ей по-
рождается. Обозначим это отображение : nS E  . Таким образом, 
имеет место естественная коммутативная диаграмма отображений 
1
    
  
   
nS
F
E R
 

  , 
которая превращает задачу оптимизации на фрагментарной структуре 
в задачу оптимизации на множестве перестановок. Причем любая пе-
рестановка является допустимой. Для больших значений n задача по-
иска оптимальной перестановки, как правило, является трудной. Пред-
лагается использовать для поиска приближенных решений этой задачи 
эволюционный алгоритм на перестановках определенного вида [6]. 
Эволюционный алгоритм. Базовое множество X эволюцион-
ной модели — это множество  1 2, ...,n nS i i i  всех перестановок чи-
сел 1, 2, , n . Оператор построения начальной популяции выделяет 
произвольное подмножество заданной мощности Q из множества X. 
Правило вычисления критерия селекции устроено следующим 
образом: по заданной перестановке фрагментов с помощью фрагмен-
тарного алгоритма строится максимальный допустимый фрагмент и 
вычисляется значение целевой функции задачи для этого фрагмента. 
Опишем теперь оператор кроссовера. Пусть  1 2, , ..., nU u u u  и 
 1 2, , ..., nV v v v  — две произвольные перестановки. Перестановка-
потомок строится следующим образом: последовательности U и V про-
сматриваются в порядке следования элементов. На k-м шаге выбирается 
наименьший из первых элементов последовательностей и добавляется в 
новую перестановку-потомок. Затем этот элемент удаляется из двух по-
следовательностей-родителей. Например, результатом кроссовера пере-
становок (4, 1, 6, 3, 7, 8, 2, 5) и (2, 6, 7, 3, 1, 4, 8, 5) будет перестановка 
(2, 4, 1, 6, 3, 7, 8, 5). В работе [6] показано, что определенный таким об-
разом оператор кроссовера является геометрическим в инверсной мет-
рике на перестановках [7]. 
Оператор мутации M выполняет случайную транспозицию в пе-
рестановке. 
Оператор селекции выбирает случайным образом набор пар из 
текущей популяции для последующего скрещивания. 
Оператор эволюции упорядочивает элементы промежуточной 
популяции в последовательность по убыванию значения критерия 
селекции. В качестве новой текущей популяции выбираются первые 
Q элементов последовательности. 
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Обычное правило остановки — количество поколений достигло 
предельного значения. Лучшая по значению критерия селекции пере-
становка из последней построенной популяции определяет прибли-
женное решение задачи. 
Результаты работы. Для проверки качества предлагаемой ме-
таэвристики была разработана компьютерная оценка качества эволю-
ционно-фрагментарных алгоритмов (ЭВФ — алгоритмов). Некоторые 
результаты работы этой программы приводятся далее.  
Примеры 1, 2. Рассматривались большие наборы одинаковых объ-
ектов T-образного (пример 1) и Г-образного (пример 2) вида. Результаты 
работы алгоритма показаны соответственно на рис. 2 и рис. 3. 
 
Рис. 2. T-образные объекты Рис. 3. Г-образные объекты 
Пример 3. В качестве примера была взята 2d-упаковка объектов 
из статьи [8], полученная путем применения генетического алгоритма 
определенного вида (рис. 4). На рис. 5 показан результат работы 
ЭВФ-алгоритма для того же набора объектов в том же контейнере.  
 
Рис. 4. Упаковка из [8]  Рис. 5. Упаковка ЭВФ алгоритмом 
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Выводы. Теоретические результаты и результаты численных 
экспериментов показывали достаточно высокую эффективность ЭВФ 
алгоритма при решении различных типов задач плоского размещения 
и 2d-упаковки. Учитывая простоту реализации и возможность учета 
дополнительных ограничений, рассматриваемый в статье подход мо-
жет быть предложен для практического решения задач упаковки в 
различных областях техники, экономики, производства. 
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